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Àííîòàöèÿ

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ î ñòðîåíèè

íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ â ãðóïïàõ ëèåâà òèïà. Â ÷àñò-

íîñòè, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû î ðàñùåïëÿåìîñòè íîðìàëèçàòîðîâ ìàê-

ñèìàëüíûõ òîðîâ, à â ñëó÷àå èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï � ðåçóëüòàòû î

ìèíèìàëüíûõ ïîðÿäêàõ ïîäíÿòèé ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ íîðìàëèçàòîðàõ.
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Abstra
t

The main goal of this work is to review results on the stru
ture of

normalizers of maximal tori in groups of Lie type. In parti
ular, we present

results on splitting of normalizers of maximal tori, and in the 
ase of

ex
eptional groups, results on the minimal orders of lifts of elements of

the Weyl group in the 
orresponding normalizers.

Keywords

�nite group of Lie type, linear algebrai
 group, Weyl group, maximal torus,

algebrai
 normalizer, splitting.

Funding

The resear
h was 
arried out within the framework of the Sobolev Institute

of Mathemati
s state 
ontra
t (proje
t FWNF-2022-0002)

For 
itation

Galt A.A. Stru
ture of normalizers of maximal tori in Lie type groups//

Mat. Trudy, 2024, V. 27, no. 2, pp. 62-98. DOI 10.25205/1560-750X-2024-

27-2-62-98

� 1. Ââåäåíèå

Êîíå÷íûå ãðóïïû ëèåâà òèïà G èìåþò òåñíóþ ñâÿçü ñ ïðîñòûìè ñâÿç-

íûìè ëèíåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè G, îïðåäåëåííûìè íàä àë-

ãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïðîñòîãî ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Îíè âîçíèêàþò èç ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï êàê ìíîæåñòâî íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê ýíäîìîð�èçìà Ñòåéíáåðãà. Âàæíóþ ðîëü êàê â ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ, òàê è â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà èãðàþò

ìàêñèìàëüíûå òîðû. Â ÷àñòíîñòè, îíè �èãóðèðóþò â òåîðèè ïðåäñòàâëå-

íèé ãðóïï ëèåâà òèïà è çàíèìàþò öåíòðàëüíîå ìåñòî â òåîðèè Êàæäàíà-

Ëþñòèãà (ñì. [1℄). Êðîìå òîãî, îíè âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ

çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîäãðóïïîâûì ñòðîåíèåì, ïîñêîëüêó êàæäûé ïîëóïðî-

ñòîé ýëåìåíò ãðóïïû ëèåâà òèïà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì

òîðå.

Èçó÷åíèþ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðà-

áîò ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ. Îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû î ñòðîåíèè ìàê-

ñèìàëüíûõ òîðîâ áûëè ïîëó÷åíû �. Êàðòåðîì â ðàáîòàõ [2℄ è [3℄. Öèêëè-

÷åñêîå ñòðîåíèå ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ âî âñåõ ïðîñòûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóï-

ïàõ îïèñàíî â [4℄. Â ñëó÷àå èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà íåîáõîäèìî

âûäåëèòü ðàáîòû î ñòðîåíèè ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ â ãðóïïàõ ëèåâà òèïà

E6, E7, E8 [5℄ è ãðóïïàõ

3D4(q) [6℄ ñîîòâåòñòâåííî. Ìàêñèìàëüíûå òîðû â

èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà F4 îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ [7℄, [8℄, [9℄

è [10℄. Òàêæå îòìåòèì ðàáîòû [11�13℄ è äèññåðòàöèþ [14℄ î ìàêñèìàëüíûõ

òîðàõ â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà.
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Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îäíîãî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõ â

ðàáîòå. Ïóñòü A � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå G. Ïîäãðóïïà B ãðóï-

ïû G íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ê A â G, åñëè G = AB è A∩B = 1. Â ýòîì

ñëó÷àå ìû òàêæå ãîâîðèì, ÷òî ãðóïïà G ðàñùåïëÿåòñÿ íàä A.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû T ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â

íåé [15, ñëåäñòâèå 6.5℄ è �àêòîðãðóïïà NG(T )/T èçîìîð�íà ãðóïïå Âåéëÿ

W ãðóïïû G. Çàäà÷à î ðàñùåïëÿåìîñòè íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî

òîðà âïåðâûå áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà â ðàáîòå Æ. Òèòñà [16℄.

Ïðîáëåìà 1 (Æ. Òèòñ). Îïèñàòü ãðóïïû G, â êîòîðûõ NG(T ) ðàñ-
ùåïëÿåòñÿ íàä T .

Â ñëó÷àå ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè ñ�îðìóëèðîâàííàÿ ïðîáëåìà áûëà ðå-

øåíà â ðàáîòå [17℄. Ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íûì ãðóïïàì G ëèåâà òèïà

âîçíèêàåò àíàëîãè÷íûé âîïðîñ. À èìåííî, ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé σ-
èíâàðèàíòíûé òîð ãðóïïû G, T = T ∩ G � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G
è N(G, T ) = NG(T ) ∩G � àëãåáðàè÷åñêèé íîðìàëèçàòîð. Èçâåñòíî, ÷òî â

ñëó÷àå êîíå÷íûõ ãðóïï ìàêñèìàëüíûå òîðû íå îáÿçàíû áûòü ñîïðÿæåí-

íûìè â ãðóïïå G.

Ïðîáëåìà 2. Îïèñàòü ãðóïïû G è èõ ìàêñèìàëüíûå òîðû T , â êîòîðûõ
N(G, T ) ðàñùåïëÿåòñÿ íàä T .

Îòìåòèì, ÷òî N(G, T ) 6 NG(T ), íî ðàâåíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò

íå äîñòèãàòüñÿ (ñì. ðàçäåë ïàðàãðà� 2). Ñëåäóÿ [18℄, ïðîîáðàç ýëåìåíòà

ãðóïïû ÂåéëÿW âNG(T ) áóäåì íàçûâàòü ïîäíÿòèåì. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé

ãðóïïû G ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïðîáëåìó 1, â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî

ëþáîé ýëåìåíò èç W èìååò ïîäíÿòèå â NG(T ) òàêîãî æå ïîðÿäêà. Åñòå-

ñòâåííî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î ìèíèìàëüíîì ïîðÿäêå ïîäíÿòèÿ ýëåìåíòà

ãðóïïû Âåéëÿ â NG(T ) â íåðàñùåïëÿåìîì ñëó÷àå. Â ðàáîòå [18℄ îòìå÷åíî,

÷òî åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà w èç ãðóïïû Âåéëÿ ðàâåí d, òî ìèíèìàëüíûé
ïîðÿäîê ïîäíÿòèÿ äëÿ w ðàâåí ëèáî d, ëèáî 2d. Â ðàáîòå [19℄ áûëè ðàññìîò-

ðåíû ýëëèïòè÷åñêèå ýëåìåíòû ãðóïïû Âåéëÿ, òî åñòü ýëåìåíòû, íå èìåþ-

ùèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 1 â åñòåñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Â ÷àñòíîñòè,

áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäíÿòèé äëÿ òàêèõ ýëåìåí-

òîâ ðàâåí d, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï òèïà Cn èëè

F4. �åçóëüòàòû äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ

ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [18℄ è [20℄. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [21℄ è [22℄ èçó÷à-

ëèñü ïîäíÿòèÿ èíâîëþöèé ãðóïïû Âåéëÿ â íîðìàëèçàòîðå ìàêñèìàëüíîãî

òîðà.

Âîïðîñ î ìèíèìàëüíîì ïîðÿäêå ïîäíÿòèÿ ýëåìåíòà ãðóïïû Âåéëÿ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà G. Åñëè
ïîðÿäîê ýëåìåíòà w èç ãðóïïû Âåéëÿ ðàâåí d è â ãðóïïå G ìèíèìàëüíûé

ïîðÿäîê åãî ïîäíÿòèÿ â N(G, T ) ðàâåí d, òî â ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå G
ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê åãî ïîäíÿòèÿ â NG(T ) òàêæå ðàâåí d.
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Òàáëèöà 1: Äîïîëíåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ

�ðóïïà Äîïîëíåíèå

SLn(Fp) p = 2 èëè n � íå÷åòíî

PSLn(Fp) +

Sp2n(Fp) p = 2

PSp2n(Fp) p = 2 èëè n 6 2

SO2n+1(Fp) +

SO2n(Fp) +

PSO2n(Fp) +

G2(Fp) +

F4(Fp) p = 2

E6(Fp) p = 2

E7(Fp) p = 2

E8(Fp) p = 2

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå äàþò îòâåò íà

ïðîáëåìó Æ. Òèòñà 1 è ïðîáëåìó 2.

Êðèòåðèé ðàñùåïëÿåìîñòè íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà â ïðî-

ñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå ïðèâåäåí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä

ïîëåì Fp, ïðèâåäåííàÿ â òàáëèöå 1, è T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G.
Òîãäà NG(T ) ðàñùåïëÿåòñÿ íàä T â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè G
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ â òàáëèöå 1.

Ñèìâîë ¾+¿ â òàáëèöå 1 îçíà÷àåò, ÷òî äîïîëíåíèå äëÿ ìàêñèìàëüíîãî

òîðà âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Èòîãîâûé ðåçóëüòàò î ðàñùåïëÿåìîñòè íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî

òîðà â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà è T �

ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé íîðìà-

ëèçàòîð N(G, T ) ðàñùåïëÿåòñÿ íàä T . Òîãäà ïàðà (G, T ) îïèñàíà.

Êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1.2 ïðèâåäåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïà-

ðàãðà�àõ. Êðîìå ýòîãî, äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà (îäíîñâÿç-

íûõ è ïðèñîåäèíåííîãî òèïà) ïðèâîäÿòñÿ ìèíèìàëüíûå ïîðÿäêè ïîäíÿòèé

ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â àëãåáðàè÷åñêèõ íîðìàëèçàòîðàõ.

Äàííàÿ ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïàðàãðà�å 2 ìû

íàïîìèíàåì îáîçíà÷åíèÿ è îáùèå �àêòû. Ïàðàãðà� 3 ñîäåðæèò ðåçóëüòà-

òû, îòâå÷àþùèå íà ïðîáëåìû 1 è 2 äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï. Ïàðàãðà� 4
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ïîñâÿùåí ðåçóëüòàòàì â èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïïàõ ëèåâà òèïà. Â íåì äà-

íû îòâåòû íà ïðîáëåìû 1 è 2 è óêàçàíû ìèíèìàëüíûå ïîðÿäêè ïîäíÿòèé

ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â àëãåáðàè÷åñêèõ íîðìàëèçàòîðàõ. Â ïàðàãðà�å

5 ïðèâåäåíû òàáëèöû ñ ðåçóëüòàòàìè ïî ïðîáëåìå 2 äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ

ãðóïï ëèåâà òèïà âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèåé î ìàêñèìàëüíûõ

òîðàõ. Íàêîíåö, îòêðûòûå âîïðîñû ñîäåðæàòñÿ â ïàðàãðà�å 6.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

Íåîáõîäèìóþ èí�îðìàöèþ î ñòðîåíèè è ñâîéñòâàõ ëèíåéíûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ ãðóïï ìîæíî íàéòè â [23℄, î ãðóïïàõ ëèåâà òèïà � â [24, 25℄, î

ñâÿçè ìåæäó ãðóïïàìè ëèåâà òèïà è ëèíåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïà-

ìè � â [1,15,24℄. Â ýòîì ðàçäåëå, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ,

÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû îïðåäåëåíû íàä íåêîòîðûì àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòûì ïîëåì F.

Òîðîì àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ñâÿçíàÿ äèàãîíàëèçèðóåìàÿ

(d-) ãðóïïà (ýêâèâàëåíòíî, ïîäãðóïïà, èçîìîð�íàÿ ãðóïïå äèàãîíàëüíûõ

ìàòðèö Dn(F)). Âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ñîïðÿæå-

íû [15, Ñëåäñòâèå 6.5℄.

Åñëè G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ïóñòü T �

íåêîòîðûé åå ìàêñèìàëüíûé òîð. �àíãîì ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû

íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åå ìàêñèìàëüíîãî òîðà. ×åðåç Φ(G) îáîçíà÷àåòñÿ
êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T (îíà íå

çàâèñèò îò âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà) è W (G) ≃ NG(T )/T � ãðóïïà

Âåéëÿ ãðóïïû G.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð

êîðíåé r1, . . . , rn, ÷òî êàæäûé êîðåíü èç Φ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå Σn
i=1αiri, ãäå âñå êîý��èöèåíòû αi öåëî÷èñëåííûå è

îäíîâðåìåííî ëèáî íåîòðèöàòåëüíûå, ëèáî íåïîëîæèòåëüíûå. Òàêîé íà-

áîð êîðíåé íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé êîðíåâîé ñèñòåìû Φ,
à ýëåìåíòû èç �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû � �óíäàìåíòàëüíûìè êîðíÿ-

ìè. Ïðè ýòîì �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà

ZΦ⊗Z R. �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ZΦ⊗Z R íàçûâàåòñÿ ðàíãîì êîðíåâîé

ñèñòåìû Φ. Îòìåòèì, ÷òî ðàíãè ãðóïïû G è åå êîðíåâîé ñèñòåìû Φ(G)
ñîâïàäàþò.

Íà ZΦ ⊗Z R åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç wr îáîçíà÷àåòñÿ îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñ-

êîñòè, îðòîãîíàëüíîé êîðíþ r. �ðóïïîé Âåéëÿ W êîðíåâîé ñèñòåìû Φ íà-

çûâàåòñÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè wr ïî âñåì r èç Φ. Èçâåñòíî,
÷òî ãðóïïà Âåéëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ ïîðîæäàåòñÿ îòðàæåíèÿìè â �óí-

äàìåíòàëüíûõ êîðíÿõ � �óíäàìåíòàëüíûìè îòðàæåíèÿìè. ×åðåç l(w)
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îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà ýëåìåíòà w, òî åñòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìíîæè-
òåëåé â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà w â ïðîèçâåäåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ îòðà-

æåíèé. Â ãðóïïå Âåéëÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìàêñèìàëüíîé

äëèíû, îáîçíà÷àåìûé â äàëüíåéøåì ÷åðåç w0, ïðè÷åì w0 ïåðåâîäèò âñå

ïîëîæèòåëüíûå êîðíè â îòðèöàòåëüíûå.

Åñëè G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, T � åå ìàê-

ñèìàëüíûé òîð è Φ � êîðíåâàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ìàêñè-

ìàëüíîãî òîðà T , òî W (G) ≃ W (Φ) è ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýòè äâå

ãðóïïû.

Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, π � åå

íåêîòîðîå òî÷íîå ðàöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, Γπ � ðåøåòêà, ïîðîæäåí-

íàÿ âåñàìè ïðåäñòàâëåíèÿ π. ×åðåç Γad îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåòêà, ïîðîæäåí-

íàÿ êîðíÿìè ñèñòåìû Φ, ÷åðåç Γsc � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ �óíäàìåí-

òàëüíûìè âåñàìè. �åøåòêè Γsc, Γπ è Γad íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ Γad 6 Γπ 6 Γsc

(ñì. [23, 31.1℄). Äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû äàííîãî òèïà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ èçîãåíèÿ-

ìè. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ ñòðîåíèåì ãðóïïû Γπ è ïîðÿäêîì êîíå÷íîãî öåíòðà.

Åñëè ðåøåòêà Γπ ñîâïàäàåò ñ ðåøåòêîé Γsc, òî ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G îä-

íîñâÿçíà è îáîçíà÷àþò åå G
sc
. Åñëè æå Γπ ñîâïàäàåò ñ Γad, òî ãîâîðÿò,

÷òî ãðóïïà G èìååò ïðèñîåäèíåííûé òèï è îáîçíà÷àþò åå G
ad
. Ëþáàÿ

ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé Φ
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê �àêòîðãðóïïà ãðóïïû G

sc
ïî ïîäãðóïïå èç åå

öåíòðà. Öåíòð ãðóïïû G
ad
òðèâèàëåí, è îíà ïðîñòà êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóï-

ïà. Ôàêòîðãðóïïà Γsc/Γπ íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ãðóïïû G
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∆(G). Ôàêòîðãðóïïà Γsc/Γad çàâèñèò òîëüêî îò êîð-

íåâîé ñèñòåìû Φ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∆(Φ). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ∆(Φ)
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, çà èñêëþ÷åíèåì êîðíåâîé ñèñòåìû Φ = D2n, êî-

ãäà ∆(D2n) = Z2 ×Z2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 4
(ñì. [15, òàáëèöà 9.2℄).

Ïóñòü B � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ ãðóïïû G, òî åñòü ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿç-

íàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà. Ïóñòü T 6 B � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóï-

ïû G è U = Ru(B) � óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû G, òî åñòü ìàêñè-

ìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà B = TU . Ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà Áîðåëÿ B
−
òàêàÿ, ÷òî B ∩ B

−
= T . Îáîçíà÷èì

÷åðåç U
−

= Ru(B
−
) è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ïîäãðóïï â

ãðóïïàõ U è U
−
, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî T . Ýòî ìíîæåñòâî íàõîäèò-

ñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîðíÿìè êîðíåâîé ñèñòåìû Φ.
Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Xr, r ∈ Φ è íàçûâàþòñÿ

êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè. Êàæäàÿ ãðóïïà Xr ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé óíèïîòåíò-

íîé ãðóïïîé ðàçìåðíîñòè 1, òî åñòü èçîìîð�íà àääèòèâíîé ãðóïïå ïî-

ëÿ F. Ýëåìåíòû ãðóïïû Xr çàïèñûâàþòñÿ â âèäå xr(t), t ∈ F. Ïðè ýòîì
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68 Ñòðîåíèå íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ

G = 〈xr(t)|r ∈ Φ, t ∈ F〉. Îïðåäåëèì ýëåìåíòû

nr(t) = xr(t)x−r(−t−1)xr(t), hr(t) = nr(t)nr(1)
−1, r ∈ Φ, t ∈ F

∗.

Òîãäà

T = 〈hr(t)|r ∈ Φ, t ∈ F
∗〉, NG(T ) = 〈nr(t)|r ∈ Φ, t ∈ F

∗〉.

Ñîãëàñíî [25, òåîðåìà 7.2.2℄ ìû èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

nsnrn
−1
s = nws(r)(ηs,r), ηs,r = ±1,

nshr(λ)n
−1
s = hws(r)(λ).

Äëÿ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ηr,s âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü r ∈ Φ è r =
l∑

i=1

αiri. Íàïîìíèì, ÷òî h(r) =
l∑

i=1

αi. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ [26℄, çà�èêñèðóåì ñëåäóþùèé ïîëíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ïîëîæè-

òåëüíûõ êîðíåé: ïîëîæèì r ≺ s, åñëè ëèáî h(r) < h(s), ëèáî h(r) = h(s) è
ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà s− r ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Òàá-
ëèöà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîðÿäêîì ìîæåò áûòü

íàéäåíà â [26℄.

Íàïîìíèì, ÷òî ïàðà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé (r, s) íàçûâàåòñÿ ñïåöè-

àëüíîé, åñëè r+ s ∈ Φ è r ≺ s. Ïàðà (r, s) íàçûâàåòñÿ ýêñòðàñïåöèàëüíîé,

åñëè îíà ñïåöèàëüíàÿ è äëÿ ëþáîé ñïåöèàëüíîé ïàðû (r1, s1) òàêîé, ÷òî
r+ s = r1 + s1, âûïîëíåíî r 4 r1. Ïóñòü Nr,s � ýòî ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû

ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè [25, ðàçäåë 4.1℄. Òîãäà çíà÷åíèÿ Nr,s ìîæ-

íî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà ìíîæåñòâå ýêñòðàñïåöèàëüíûõ ïàð,

ïîñëå ÷åãî âñå îñòàëüíûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû îïðåäåëåíû åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì â ñèëó [25, ïðåäëîæåíèå 4.2.2℄. Â íàøåì ñëó÷àå, ìû âûáè-

ðàåì sgn(Nr,s) = + äëÿ âñåõ ýêñòðàñïåöèàëüíûõ ïàð (r, s). Çíà÷åíèÿ âñåõ

ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò íà âñåõ ïàðàõ ìîæåò áûòü íàéäåíî â [26℄. ×èñëà

ηr,s îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ïî ñòðóêòóðíûì êîíñòàíòàì â ñèëó [25, ïðåä-

ëîæåíèå 6.4.3℄.

Êîíå÷íûå ãðóïïû ëèåâà òèïà

Ïóñòü G� ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä àëãåá-

ðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì Fp êîíå÷íîãî ïîëÿ Fp. Îòìåòèì, ÷òî Z(G) ìîæåò
áûòü íåòðèâèàëüíûì. Ñþðúåêòèâíûé ýíäîìîð�èçì σ ãðóïïû G íàçûâàåò-

ñÿ ýíäîìîð�èçìîì Ñòåéíáåðãà (ñì. [27, îïðåäåëåíèå 1.15.1℄), åñëè ìíîæå-

ñòâî åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê Gσ êîíå÷íî. Ëþáóþ ãðóïïó, óäîâëåòâîðÿþ-

ùóþ óñëîâèþ Op′(Gσ) 6 G 6 Gσ, áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íîé ãðóïïîé ëèåâà

òèïà. Åñëè G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé ïðèñîåäèíåííîãî

òèïà, òî G òàêæå èìååò ïðèñîåäèíåííûé òèï.
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Åñëè Op′(G) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ãðóïï

2An(q),
2B2(2

2n+1), 2Dn(q),
3D4(q),

2E6(q),
2G2(3

2n+1), èëè 2F4(2
2n+1), òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ñêðó-

÷åííîé, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëåííîé.

Èíîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Φε(q), ãäå ε ∈ {+,−}, è
Φ+(q) = Φ(q) ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåííîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà, Φ−(q) = 2Φ(q)
ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà.

Åñëè T � σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, òî T = T ∩G
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì ãðóïïû G ëèåâà òèïà. �ðóïïó NG(T )∩
G áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêèì íîðìàëèçàòîðîì òîðà T è îáîçíà÷àòü

÷åðåç N(G, T ). Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå N(G, T ) 6 NG(T ),
íî ðàâåíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå äîñòèãàòüñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ìû

ðàññìîòðèì G = SLn(2), òî ïîäãðóïïà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö T ãðóïïû

G òðèâèàëüíà, çíà÷èò, NG(T ) = G. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, G = (SLn(F2))σ,
ãäå σ � ýíäîìîð�èçì Ñòåéíáåðãà (σ : (ai,j) 7→ (a2i,j)). Òîãäà T = T σ, ãäå

T ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â SLn(F2). Òàêèì îáðàçîì,

N(G, T ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö â G è N(G, T ) < NG(T ).
Â íåäàâíî âûøåäøåé ðàáîòå [28℄ íàéäåíû âñå êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû

G ëèåâà òèïà, äëÿ êîòîðûõ N(G, T ) < NG(T ).
Â ãðóïïå G âñåãäà åñòü σ-èíâàðèàíòíûé ìàêñèìàëüíûé òîð, êîòîðûé

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T , ïðè÷åì âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû ñîïðÿæåíû 


T â G. Äëÿ êðàòêîñòè ìû èíîãäà áóäåì ïèñàòü N âìåñòî NG(T ). ×åðåç
W îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïó Âåéëÿ W (G) ≃ N/T , à ÷åðåç π � åñòåñòâåííûé

ãîìîìîð�èçì èç N â W . Äåéñòâèå σ íà W îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì

îáðàçîì. Ýëåìåíòû w1, w2 ∈ W íàçûâàþòñÿ σ-ñîïðÿæåííûìè, åñëè w1 =
(w−1)σw2w äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà w èç W .

Ïðåäëîæåíèå 2.1. [1, ïðåäëîæåíèÿ 3.3.1, 3.3.3℄.Òîð T
g
ÿâëÿåòñÿ

σ-èíâàðèàíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà gσg−1 ∈ N . Îòîáðàæåíèå

T
g 7→ π(gσg−1) çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó G-êëàññàìè σ-èíâàðèàíòíûõ ìàê-

ñèìàëüíûõ òîðîâ ãðóïïû G è êëàññàìè σ-ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû W .

Êàê ñëåäóåò, èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñòðîåíèå òîðà (T
g
)σ ãðóïïû G îïðå-

äåëÿåòñÿ òîëüêî êëàññîì σ-ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà π(gσg−1). Áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî òîð T ãðóïïû G ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó w, åñëè T = (T
g
)σ

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G òàêîãî, ÷òî π(gσg−1) = w.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. [4, ëåììà 1.2℄.Ïóñòü n = gσg−1 ∈ N è π(gσg−1) = w.
Òîãäà (T

g
)σ = (T σn)

g
, ãäå n äåéñòâóåò íà T ñîïðÿæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. [1, ïðåäëîæåíèå 3.3.6℄.Ïóñòü n = gσg−1 ∈ N è

π(gσg−1) = w. Òîãäà

(NG(T
g
))σ/(T

g
)σ ≃ CW,σ(w) = {x ∈ W | x−1wxσ = w}.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2, ïîëó÷àåì, ÷òî (T
g
)σ = (T σn)

g
è

(NG(T
g
))σ = (N

g
)σ = (Nσn)

g
. Ñëåäîâàòåëüíî, (T

g
)σ èìååò äîïîëíåíèå â
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ñâîåì àëãåáðàè÷åñêîì íîðìàëèçàòîðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò äîïîëíåíèå ê ãðóïïå T σn â Nσn.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñùåïëÿåìîñòü àëãåáðàè÷åñêî-

ãî íîðìàëèçàòîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà òîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòó

w.

Çàìå÷àíèå 2.4. Ïóñòü n è w � ýëåìåíòû èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî n1 = gσ1 g
−1
1 ∈ N è π(n1) = w. �àññìîòðèì äâà ìàêñèìàëüíûõ

òîðà (T
g
)σ è (T

g1
)σ ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòó w. Ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 2.1 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ G òàêîé, ÷òî (T
g
)x = T

g1
. Òîãäà

(NG(T
g1
))σ = (NG(T

gx
))σ = ((NG(T

g
))x)σ = ((NG(T

g
))σ)

x,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî x ∈ G = Gσ.

Òàêèì îáðàçîì, G-ñîïðÿæåííûì ìàêñèìàëüíûì òîðàì ñîîòâåòñòâóþò

G-ñîïðÿæåííûå àëãåáðàè÷åñêèå íîðìàëèçàòîðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðå-

øåíèè ïðîáëåìû 2 ìîæíî âûáèðàòü óäîáíîãî äëÿ âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâè-

òåëÿ n1 
 óñëîâèåì π(n1) = w.

Îïðåäåëèì ãðóïïû T = 〈nr | r ∈ ∆〉 è H = T ∩ T . Ñîãëàñíî [16, �4.6℄
èìååì H = 〈hr | r ∈ ∆〉 è T /H ≃ W . Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå íå÷åòíîãî q
ãðóïïà H � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà.

Çàìå÷àíèå 2.5. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè p = 2, òî hr = 1 äëÿ âñåõ r ∈ ∆,
â ÷àñòíîñòè, H = 1 è T ≃ W . Áîëåå òîãî, ñóæåíèå π̃ ãîìîìîð�èçìà π
íà T � ýòî èçîìîð�èçì ìåæäó T è W . Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð,

ñîîòâåòñòâóþùèé w ∈ W . Òîãäà n = π̃−1(w) � ïîäíÿòèå äëÿ w â Nσn

òàêîãî æå ïîðÿäêà, è π̃−1(CW (w)) � äîïîëíåíèå äëÿ T σn â Nσn.

Èç äàííîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòíîé õàðàêòåðè÷òèêè

ïîëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíûé òîð èìååò äîïîëíåíèå â ñâîåì àëãåáðàè÷åñêîì

íîðìàëèçàòîðå.

� 3. Íîðìàëèçàòîðû ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ â

êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ

Äàííûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí îòâåòàì íà ïðîáëåìû 1 è 2 äëÿ êëàññè÷å-

ñêèõ ãðóïï. Îòâåò íà ïðîáëåìó Æ. Òèòñà 1 äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï

ïðèâåäåí â òåîðåìå 3.1, äëÿ ëèíåéíûõ ãðóïï � â òåîðåìå 3.4, äëÿ îðòîãî-

íàëüíûõ ãðóïï � â òåîðåìå 3.8.

�åçóëüòàòû ïî ïðîáëåìå 2 äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï ñîäåðæàòñÿ â

òåîðåìå 3.2 è ñëåäñòâèè 3.3, äëÿ ëèíåéíûõ è óíèòàðíûõ ãðóïï � â òåîðå-

ìàõ 3.5 è 3.6, äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè � â òåîðå-

ìå 3.9, äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè � â òåîðåìàõ 3.10

è 3.11.
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Ñèìïëåêòè÷åñêèå ãðóïïû

Â ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï îòâåò íà ïðîáëåìó 1 ñîäåðæèòñÿ â ñëå-

äóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.1. [29, òåîðåìà 1, ñëåäñòâèå 1℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé

σ-èíâàðèàíòíûé òîð ãðóïïû G = Sp2n(Fp) è T̃ � îáðàç òîðà T â G̃ =
PSp2n(Fp). Òîãäà

(1) T̃ èìååò äîïîëíåíèå â NG̃(T̃ ) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè p = 2
èëè n 6 2;

(2) T èìååò äîïîëíåíèå â NG(T ) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè p = 2.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1 ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íûì ãðóïïàì G ëè-

åâà òèïà ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè

G-ñîïðÿæåííûõ ìàêñèìàëüíûõ σ-èíâàðèàíòíûõ òîðîâ ãðóïïû G è êëàñ-

ñàìè σ-ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû ÂåéëÿW . Â ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï

êëàññû σ-ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû W ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè êëàññàìè ñî-

ïðÿæåííîñòè.

Ïóñòü n = n′+n′′
, à n′ = n1+ . . .+nk è n

′′ = nk+1+ . . .+nm � ðàçáèåíèÿ

÷èñåë n′
è n′′

ñîîòâåòñòâåííî. Âñåâîçìîæíûå òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà n
â âèäå ñóììû n = n1+ . . .+nk+nk+1+ . . .+nm íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû Âåéëÿ òèïà Cn.

Ìû îòîæäåñòâëÿåì ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ

âíóòðè êàæäîãî èç ðàçáèåíèé n′
è n′′

. Åñëè êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ n = n1 + . . . + nk + nk+1 + . . . + nm, òî âûðàæåíèå

(n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì òèïîì ýòîãî êëàññà.

Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï ñîäåðæèòñÿ â ñëåäó-

þùèõ äâóõ óòâåðæäåíèÿõ.

Òåîðåìà 3.2. [29, òåîðåìà 2℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð â

ãðóïïå G = PSp2n(q), ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ ñ öèê-

ëè÷åñêèì òèïîì (n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm). Òîãäà T èìååò äîïîëíåíèå â

N(G, T ) = NG(T )∩G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî

èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) p = 2;

(2) m = 1;

(3) m = 2, k = 2, ÷èñëà n1, n2 íå÷åòíû, q ≡ 3 (mod 4);

(4) m = 2, k = 1, n1 íå÷åòíî, n2 ÷åòíî, q ≡ 3 (mod 4);

(5) m = 2, k = 0, ÷èñëà n1, n2 ÷åòíû, q ≡ 3 (mod 4);
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(6) m = 2, k = 0, q ≡ 1 (mod 4).

Ñëåäñòâèå 3.3. [29, ñëåäñòâèå 2℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð â ãðóï-

ïå G = Sp2n(q), ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ ñ öèêëè÷åñêèì

òèïîì (n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm). Òîãäà T èìååò äîïîëíåíèå â N(G, T ) â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè p = 2.

Ëèíåéíûå è óíèòàðíûå ãðóïïû

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñîäåðæèòñÿ îòâåò íà ïðîáëåìó 1 äëÿ ëèíåéíûõ

ãðóïï.

Òåîðåìà 3.4. [30, òåîðåìà 1℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé σ-

èíâàðèàíòíûé òîð ãðóïïû G = SLn(Fp), T̃ � îáðàç òîðà T â G̃ = PSLn(Fp).
Òîãäà

(1) T̃ èìååò äîïîëíåíèå â NG̃(T̃ );

(2) T èìååò äîïîëíåíèå â NG(T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = 2 èëè
n íå÷åòíî.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1 ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íûì

ãðóïïàì G ëèåâà òèïà ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó êëàññàìè G-ñîïðÿæåííûõ ìàêñèìàëüíûõ σ-èíâàðèàíòíûõ òîðîâ ãðóï-
ïû G è êëàññàìè σ-ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû Âåéëÿ W . �ðóïïà Âåéëÿ ëè-

åâà òèïà An èçîìîð�íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Symn. Õîðîøî èçâåñò-

íî, ÷òî êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â Symn îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çàïèñüþ

ïðåäñòàâèòåëÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, è ïîýòîìó íà-

õîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèÿìè ÷èñëà n,
òî åñòü ïðåäñòàâëåíèÿìè n â âèäå ñóììû ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

Åñëè n = n1 + n2 + . . . + nm � êàêîå-òî ðàçáèåíèå, òî âûðàæåíèå âèäà

(n1)(n2) . . . (nm) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì òèïîì ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàñ-

ñà ñîïðÿæåííîñòè. Ìû îòîæäåñòâëÿåì ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòà-

íîâêîé ñëàãàåìûõ. Äëÿ ðàçáèåíèÿ n = n1 + n2 + . . .+ nm îáîçíà÷èì ÷åðåç

bi êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ, ðàâíûõ ni è ïîëîæèì ai = nibi äëÿ
1 6 i 6 m.

Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ñïåöèàëüíûõ ëèíåéíûõ è óíèòàðíûõ ãðóïï

SLε
n(q) ïîëó÷åí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.5. [31, òåîðåìà 2℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G =
SLε

n(q), ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ ñ öèêëè÷åñêèì òèïîì

(n1)(n2) . . . (nm). Òîãäà T èìååò äîïîëíåíèå âN(G, T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà q ÷åòíî èëè ai íå÷åòíî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m.

Ïðè ïåðåõîäå ê ïðîñòûì ëèíåéíûì è óíèòàðíûì ãðóïïàì PSLε
n(q) îò-

âåò íà ïðîáëåìó 2 äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 3.6. [31, òåîðåìà 3℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóï-

ïû G = SLε
n(q), ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ ñ öèêëè÷åñêèì

òèïîì (n1)(n2) . . . (nm). Ïóñòü T̃ è Ñ � îáðàçû T è N(G, T ) â ãðóïïå

G̃ = PSLε
n(q). Òîãäà T̃ èìååò äîïîëíåíèå â Ñ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) q ÷åòíî;

(2) ai íå÷åòíî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m;

(3) (n)2 < (εq − 1)2;

(4) m = 4, n1, n2, n3, n4 íå÷åòíû;

(5) m = 3, n1 = n2 íå÷åòíî, n3 ÷åòíî, (n3)2 > 2, (n)2 6 (εq − 1)2;

(6) m = 3, n1 = n2 íå÷åòíî, n3 ÷åòíî, (n3)2 = 2, (εq − 1)2 6= (n)2;

(7) m = 2, n1, n2 íå÷åòíû;

(8) m = 2, n1, n2 ÷åòíû, n1 6= n2, (n)2 < d(εq − 1)2, ãäå d =
((n1

2
)2, (

n2

2
)2, (εq − 1)2);

(9) m = 2, n1, n2 ÷åòíû, n1 6= n2, (n1)2 = (n2)2 6 (εq−1)2, (εq−1)2(n1)2 6
(n)2;

(10) m = 2, n1 = n2 ÷åòíî, (n1)2 > 2, (n)2 6 (εq − 1)2;

(11) m = 2, n1 = n2 ÷åòíî, (n1)2 = 2, (n)2 6= (εq − 1)2;

(12) m = 1.

Ñëåäñòâèå 3.7. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G =
SLε

n(q), ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ ñ öèêëè÷åñêèì òèïîì

(n1)(n2) . . . (nm), m > 4. Ïóñòü T̃ è Ñ � îáðàçû ãðóïï T è N(G, T ) â

G̃ = PSLε
n(q). Òîãäà T̃ èìååò äîïîëíåíèå â Ñ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) q ÷åòíî;

(2) ai íå÷åòíî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m;

(3) (n)2 < (εq − 1)2.

Îðòîãîíàëüíûå ãðóïïû

Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï îòâåò íà ïðîáëåìó 1 ïðèâåäåí â ñëåäó-

þùåé òåîðåìå.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 2, C. 62-98

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 2, pp. 62-98



74 Ñòðîåíèå íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ

Òåîðåìà 3.8. [32, òåîðåìà 1, çàìå÷àíèå 3℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëü-

íûé σ-èíâàðèàíòíûé òîð ãðóïïû G = SOn(Fp) è T̃ � îáðàç òîðà T â

G̃ = PSOn(Fp). Òîãäà òîðû T è T̃ èìåþò äîïîëíåíèÿ â NG(T ) è NG̃(T̃ )
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü n = n′+n′′
, à n′ = n1+ . . .+nk è n

′′ = nk+1+ . . .+nm � ðàçáèåíèÿ

÷èñåë n′
è n′′

ñîîòâåòñòâåííî. Âñåâîçìîæíûå òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà n
â âèäå ñóììû n = n1+ . . .+nk+nk+1+ . . .+nm íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû Âåéëÿ òèïà Bn.

Êàê è ðàíåå, ìû îòîæäåñòâëÿåì ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé

ñëàãàåìûõ âíóòðè êàæäîãî èç ðàçáèåíèé n′
è n′′

. Åñëè êëàññ ñîïðÿæåííî-

ñòè ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ n = n1 + . . . + nk + nk+1 + . . . + nm, òî

âûðàæåíèå (n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì òèïîì ýòî-

ãî êëàññà. Äëÿ öèêëè÷åñêîãî òèïà (n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm) ÷åðåç bi îáî-
çíà÷èì ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ ni â ðàçáèåíèè n′

, åñëè 1 6 i 6 k, è â

ðàçáèåíèè n′′
, åñëè k + 1 6 i 6 m. Îïðåäåëèì ai = nibi äëÿ 1 6 i 6 m.

Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ãðóïï ëèåâà òèïà Bn ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì

óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 3.9. [32, òåîðåìà 2℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû

G = Ω2n+1(q), ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ ñ öèêëè÷åñêèì

òèïîì (n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm). Òîãäà òîð T èìååò äîïîëíåíèå â N(G, T ),
åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(1) q 6≡ 3 (mod 4);

(2) ai íå÷åòíî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m;

(3) k = m, ni ÷åòíî äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k.

Äëÿ ãðóïï ëèåâà òèïà Dn ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó êëàñ-

ñàìè ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû Âåéëÿ W è öèêëè÷åñêèìè òèïàìè

(n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm), ãäå k ÷åòíî (çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñëó÷àÿ, êî-

ãäà èìåþòñÿ äâà êëàññà ñîïðÿæåííîñòè äëÿ îäíîãî öèêëè÷åñêîãî òèïà).

Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ãðóïï ëèåâà òèïà Dn ïðèâåäåí â ñëåäóþùåé

òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.10. [32, òåîðåìà 3℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû

G = PΩ+
2n(q), ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ ñ öèêëè÷åñêèì

òèïîì (n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm), ãäå k ÷åòíî, n > 4. Òîãäà òîð T èìååò

äîïîëíåíèå â N(G, T ), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèé:

(1) q 6≡ 3 (mod 4);

(2) ai íå÷åòíî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m;
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(3) k = m è ni ÷åòíî äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k;

(4) m = 4, n1, n2, n3, n4 íå÷åòíû;

(5) m = 2, k = 0 è n1 = n2 íå÷åòíî;

(6) m = 2, k = 2 è n1 = n2 íå÷åòíî.

Â ñëó÷àå ñêðó÷åííûõ ãðóïï ëèåâà òèïà

2Dn ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæ-

äó êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû Âåéëÿ W è öèêëè÷åñêèìè òèïàìè

(n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm), ãäå k íå÷åòíî. Ïðîáëåìà 2 äëÿ ãðóïï ëèåâà òè-

ïà

2Dn ðåøåíà â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.11. [31, òåîðåìà 4℄ Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû

G = PΩ−
2n(q), ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ ñ öèêëè÷åñêèì

òèïîì (n1) . . . (nk)(nk+1) . . . (nm), ãäå k íå÷åòíî, n > 4. Òîãäà T èìååò äî-

ïîëíåíèå â N(G, T ), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(1) q 6≡ 3 (mod 4);

(2) ai íå÷åòíî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m;

(3) k = m, ni ÷åòíî äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k.

� 4. Íîðìàëèçàòîðû ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ â

èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïïàõ

Äàííûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí îòâåòàì íà ïðîáëåìû 1 è 2 äëÿ èñêëþ÷è-

òåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà.

Îòâåò íà ïðîáëåìó 1 ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 4.1 è ñëåäñòâèè 4.2. Äàííûå

óòâåðæäåíèÿ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðà�à 3 äàþò ïîëíûé îòâåò íà

ïðîáëåìó 1. Èòîãîâûå ðåçóëüòàòû ïî ïðîáëåìå 1 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ãðóïï Eε
6(q) (îäíîñâÿçíûõ è ïðèñîåäèíåííîãî

òèïà) ïðèâîäèòñÿ â òåîðåìå 4.3(1), äëÿ ãðóïï E7(q) (îäíîñâÿçíûõ è ïðè-

ñîåäèíåííîãî òèïà) � â òåîðåìå 4.4, äëÿ ãðóïï E8(q) � â òåîðåìå 4.6, äëÿ

ãðóïï F4(q)� â òåîðåìå 4.7, äëÿ ãðóïï G2(q),
2G2(q),

3D4(q)� â òåîðåìå 4.9.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 4.7 êðîìå îòâåòà íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ãðóïï

F4(q), òàêæå íàéäåíû ìèíèìàëüíûå äîáàâëåíèÿ ê ìàêñèìàëüíûì òîðàì â

èõ àëãåáðàè÷åñêèõ íîðìàëèçàòîðàõ.

Ïîìèìî âûøåóïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîì ïàðàãðà�å äëÿ âñåõ

êîíå÷íûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà (îäíîñâÿçíûõ è ïðèñîåäè-

íåííîãî òèïà) íàéäåíû ìèíèìàëüíûå ïîðÿäêè ïîäíÿòèé ýëåìåíòîâ ãðóïïû

Âåéëÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì àëãåáðàè÷åñêîì íîðìàëèçàòîðå ìàêñèìàëüíîãî

òîðà.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 2, C. 62-98

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 2, pp. 62-98



76 Ñòðîåíèå íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ

Èñêëþ÷èòåëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

Òåîðåìà 4.1. [33, òåîðåìà℄ Ïóñòü G � ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãðóïïà ïðèñîåäèíåííîãî òèïà ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé Φ íàä ïîëåì Fp, ãäå

Φ ∈ {G2, F4, E6, E7, E8}. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð â G è N = NG(T ).
Òîãäà N ðàñùåïëÿåòñÿ íàä T â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè p = 2 èëè
Φ = G2.

Ñëåäñòâèå 4.2. [33, ñëåäñòâèå℄ Ïóñòü G̃ � ïðîñòàÿ óíèâåðñàëü-

íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé Φ íàä ïîëåì Fp, ãäå

Φ ∈ {G2, F4, E6, E7, E8}. Ïóñòü T̃ � ìàêñèìàëüíûé òîð â G̃ è Ñ = NG̃(T̃ ).

Òîãäà Ñ ðàñùåïëÿåòñÿ íàä T̃ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè p = 2 èëè
Φ = G2.

Èñêëþ÷èòåëüíûå ãðóïïû E6(q) è
2E6(q)

Â ãðóïïå E6(q) ñîäåðæèòñÿ 25 êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ìàêñèìàëüíûõ

òîðîâ è ìû áóäåì íóìåðîâàòü èõ òàêæå êàê â ðàáîòå [5℄. Ïóñòü ∆ =
{r1, r2, r3, r4, r5, r6} � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé êîðíåâîé ñèñòåìû

E6. Îïðåäåëèì

r14 = r2+r4+r5, r31 = r2+r3+2r4+2r5+r6, r36 = r1+2r2+2r3+3r4+2r5+r6.

×åðåç wi îáîçíà÷àåòñÿ ýëåìåíò ãðóïïû Âåéëÿ W , ñîîòâåòñòâóþùèé îòðà-

æåíèþ â ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé êîðíþ ri. Äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç E−

6 (q) êîíå÷íóþ ãðóïïó

2E6(q) è ÷åðåç E+
6 (q) êîíå÷íóþ

ãðóïïó E6(q) (â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãðóïïû ìîãóò áûòü îäíîñâÿçíûå èëè ïðè-

ñîåäèíåííîãî òèïà). Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ãðóïï Eε
6(q) ñîäåðæèòñÿ â

ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.3. [34, òåîðåìû 1.1, 1.2℄ Ïóñòü G = Eε
6(q) (îäíîñâÿçíàÿ èëè

ïðèñîåäèíåííîãî òèïà), ãäå ε ∈ {+,−}, è W � ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû G.
Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó w èç

W . Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) T íå èìååò äîïîëíåíèÿ â N(G, T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî

q ≡ −ε1 (mod 4) è w ñîïðÿæåí â W ñ ýëåìåíòîì w3w2w4w14, ëèáî q
íå÷åòíî è w ñîïðÿæåí ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ: 1, w1, w1w2,

w2w3w5, w1w3w4, w1w4w6w36, w1w4w6w3, w1w4w6w3w36;

(2) ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå äëÿ w â N(G, T ) ïîðÿäêà |w|.

�åçóëüòàòû òåîðåìû ïðîèëëþñòðèðîâàíû â òàáëèöå 2, êîòîðàÿ òàêæå

ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ìàêñèìàëüíûõ òîðàõ.

Èñêëþ÷èòåëüíûå ãðóïïû E7(q)
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Ìû íóìåðóåì êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû W è êîðíè ñîîòâåòñòâó-

þùåé êîðíåâîé ñèñòåìû êàê â [5℄. Ïóñòü ∆ = {r1, r2, r3, r4, r5, r7} � �óíäà-

ìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé êîðíåâîé ñèñòåìû E7, òîãäà îïðåäåëèì

r16 = r2 + r4 + r5, r53 = r1 + 2r2 + 2r3 + 3r4 + 2r5 + r6.

×åðåç wi áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò ãðóïïû W , ñîîòâåòñòâóþùèé îò-

ðàæåíèþ â ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé i-ìó ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ

ri. ×åðåç U îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó ãðóïïû W , ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè

w1, w2, w3, w4, w5, w6. Îòìåòèì, ÷òî U èçîìîð�íà ãðóïïå Âåéëÿ òèïà E6.

Äëÿ êîðíåâîé ñèñòåìû Φ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Φsc(q) è Φad(q) îäíîñâÿç-
íóþ è ïðèñîåäèíåííóþ ãðóïïû ñ êîðíåâîé ñèñòåìîé Φ, ñîîòâåòñòâåííî.

Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ãðóïï E7(q) ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.4. [35, òåîðåìà 1.2℄ Ïóñòü G = E7(q) (îäíîñâÿçíàÿ èëè

ïðèñîåäèíåííîãî òèïà), W � ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû G è w0 � öåíòðàëüíàÿ

èíâîëþöèÿ â W . Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ýëåìåíòó w èç W . Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Åñëè G = Ead
7 (q), òî ýëåìåíò w èìååò ïîäíÿòèå ïîðÿäêà |w| âN(G, T ).

Áîëåå òîãî, T íå èìååò äîïîëíåíèÿ â N(G, T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà q íå÷åòíî è õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ w èëè ww0 ñîïðÿæåí

â W ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ: 1, w1, w1w2, w2w3w5, w1w3w4,

w1w4w6w53, w1w4w6w3, w3w2w4w16, w1w4w6w3w53, w3w2w4w16w7;

(2) Åñëè G = Esc
7 (q), òî T íå èìååò äîïîëíåíèÿ â N(G, T ) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà q íå÷åòíî. Áîëåå òîãî, w èìååò ïîäíÿòèå â N(G, T )
ïîðÿäêà |w| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî q ÷åòíî èëè ýëåìåíò w
óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(à) |w| äåëèòñÿ íà 4;

(á) |w| íå÷åòíûé;
(â) w ñîïðÿæåí â W ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç U .

Çàìå÷àíèå 4.5. Èç òàáëèöû 4 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò w èëè ww0 ñîïðÿ-

æåí ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ, óêàçàííûõ â ïóíêòå (1), òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïîðÿäîê |w| äåëèò 4.

Ìû èëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàòû òåîðåìû â òàáëèöå 4, à òàêæå â òàáëè-

öå 6 ñ íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèåé î ìàêñèìàëüíûõ òîðàõ.

Èñêëþ÷èòåëüíûå ãðóïïû E8(q)

Ìû íóìåðóåì êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû W è êîðíè ñîîòâåòñòâó-

þùåé êîðíåâîé ñèñòåìû êàê â [5℄. Ïóñòü ∆ = {r1, r2, r3, r4, r5, r7, r8} � �óí-

äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé êîðíåâîé ñèñòåìû E8, òîãäà
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r18 = r2 + r4 + r5, r26 = r2 + r4 + r5 + r6,
r46 = r1 + r2 + r3 + r4 + r5 + r6 + r7,
r69 = r1 + 2r2 + 2r3 + 3r4 + 2r5 + r6,
r74 = r2 + r3 + 2r4 + 2r5 + 2r6 + 2r7 + r8,
r120 = 2r1 + 3r2 + 4r3 + 6r4 + 5r5 + 4r6 + 3r7 + 2r8.

×åðåç wi áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò ãðóïïû W , ñîîòâåòñòâóþùèé îò-

ðàæåíèþ â ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé i-ìó ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ

ri. ×åðåç U îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó ãðóïïû W , ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè

w1, w2, w3, w4, w5, w6. Îòìåòèì, ÷òî U èçîìîð�íà ãðóïïå Âåéëÿ òèïà E6.

Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ãðóïï E8(q) ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.6. [35, òåîðåìà 1.3℄ Ïóñòü G = E8(q), W � ãðóïïà Âåéëÿ

ãðóïïû G è w0 � öåíòðàëüíàÿ èíâîëþöèÿ â W . Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé

òîð ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó w èç W . Òîãäà âåðíû ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) T íå èìååò äîïîëíåíèÿ âN(G, T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q íå÷åò-
íî è õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ w èëè ww0 ñîïðÿæåí â W ñ îäíèì

èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

1, w1, w1w2, w3w1, w2w3w5, w1w3w5, w1w3w4, w1w4w6w69, w1w2w3w5,

w1w4w6w3, w3w2w5w4, w3w2w4w18, w1w4w6w3w69, w2w5w3w4w6,

w26w5w4w3w2, w1w4w6w3w7, w3w2w4w18w7, w46w3w5w1w4w6,

w2w3w5w7, w74w3w2w5w4, w8w1w4w6w3, w1w2w3w6w8w7,

w1w4w3w7w6w8, w4w8w2w5w7w120, w2w3w4w8w7w18, w2w3w4w5w6w8,

w2w4w5w6w7w8w120, w2w3w4w7w120w8w18, w2w3w4w7w120w18w8w74;

(2) ýëåìåíò w èìååò ïîäíÿòèå â N(G, T ) ïîðÿäêà |w|.

�åçóëüòàòû òåîðåìû ïðîèëëþñòðèðîâàíû â òàáëèöå 5, à òàêæå â îáùåé

òàáëèöå 6.

Èñêëþ÷èòåëüíûå ãðóïïû ìàëîãî ðàíãà

Ïóñòü ∆ = {r1, r2, r3, r4} � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé êîðíåâîé

ñèñòåìû F4. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî

r8 = r1 + r2 + r3, r16 = r2 + 2r3 + 2r4, r21 = r1 + 2r2 + 3r3 + 2r4.

×åðåç wi áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò ãðóïïû W , ñîîòâåòñòâóþùèé îòðàæå-

íèþ â ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé i-ìó ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ ri.
Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ ãðóïï F4(q) ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðå-

ìå, ãäå íàéäåíû ìèíèìàëüíûå äîáàâëåíèÿ ê ìàêñèìàëüíûì òîðàì â èõ

àëãåáðàè÷åñêèõ íîðìàëèçàòîðàõ.
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Òåîðåìà 4.7. [36, òåîðåìà 1.1℄ Ïóñòü G = F4(q), W � ãðóïïà Âåé-

ëÿ ãðóïïû G è w0 � öåíòðàëüíàÿ èíâîëþöèÿ â W . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìàêñèìàëüíûé òîð T ãðóïïû G ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó w èç W è M �

äîáàâëåíèå ê T â N(G, T ) ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Òîãäà |M ∩ T | 6 8 è

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) |M ∩ T | = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî q ÷åòíî, ëèáî ïîðÿ-

äîê ýëåìåíòà w íå äåëèò 4. Äðóãèìè ñëîâàìè, T èìååò äîïîëíåíèå â

N(G, T ) òîëüêî â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

(2) |M ∩ T | = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q íå÷åòíî è õîòÿ áû îäèí èç

ýëåìåíòîâ w èëè ww0 ñîïðÿæåí â W ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ýëåìåí-

òîâ: w3, w16w3, w3w2, w2w1w16 èëè w16w3w2.

(3) |M ∩ T | = 4 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q íå÷åòíî è w ñîïðÿæåí â

W ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ: 1, w0, w6w3, w8w16w3w2, w2 ïðè

q ≡ 1 (mod 4) èëè w0w2 ïðè q ≡ 3 (mod 4).

(4) |M ∩ T | = 8 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî q ≡ 3(mod 4) è w
ñîïðÿæåí ñ w2, ëèáî q ≡ 1 (mod 4) è w ñîïðÿæåí ñ w2w0.

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ëèåâà òèïà F4 â ðàáîòå [18℄ óêàçàíû ìèíè-

ìàëüíûå ïîðÿäêè ïîäíÿòèé äëÿ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ òàê íàçûâàå-

ìûì ðåãóëÿðíûì èëè ýëëèïòè÷åñêèì êëàññàì ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû W
(ñì. òàêæå [19,20℄). Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íàéäåíû ìèíèìàëüíûå ïîðÿäêè

ïîäíÿòèé äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ íîðìàëèçàòîðàõ.

Òåîðåìà 4.8. [36, òåîðåìà 1.2℄ Ïóñòü G = F4(q) è W � ãðóïïà Âåé-

ëÿ ãðóïïû G. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâóþùèé
ýëåìåíòó w èç W . Òîãäà w èìååò ïîäíÿòèå â N(G, T ) ïîðÿäêà |w|, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(1) q íå÷åòíî è w ñîïðÿæåí ñ w16w3w2 èëè w21w8w3w2.

(2) q ≡ 3 (mod 4) è w ñîïðÿæåí ñ w3w2 èëè w2w1w16.

�åçóëüòàòû òåîðåì 4.7 è 4.8 ïðîèëëþñòðèðîâàíû â òàáëèöàõ 7 è 8, ñî-

îòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî îáå òåîðåìû âåðíû äëÿ ãðóïï F4(2) è 2.F4(2).
Â ñëó÷àå q > 2 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà F4

íàä ïîëåì ïîðÿäêà q. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ýëåìåíò ãðóïïû N(G, T )
ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì äëÿ w, òî î÷åâèäíî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì è â

ãðóïïå NG(T ) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû G. Êðîìå òîãî, èç äîêàçàòåëü-
ñòâà äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ãðóïïû G ïóíêò (1) òàêæå îñòàåòñÿ

èñêëþ÷åíèåì, à ïóíêò (2) � íåò.

Îòâåò íà ïðîáëåìó 2 äëÿ îñòàâøèõñÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ñîäåð-

æèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 4.9. [31℄ Ïóñòü G ∈ {G2(q),
2G2(q),

3D4(q),
2F4(q),

2B2(q)}.
Åñëè T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G è N � åãî àëãåáðàè÷åñêèé íîðìà-

ëèçàòîð, òî N ðàñùåïëÿåòñÿ íàä T .

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà

ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

Ñëåäñòâèå 4.10. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ëèåâà òèïà è

W � åå ãðóïïà Âåéëÿ. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ýëåìåíòó w èç W è N = N(G, T ) � àëãåáðàè÷åñêèé íîðìàëèçà-

òîð òîðà T .

(1) Åñëè G = F4(q), òî T íå èìååò äîïîëíåíèÿ â N ⇔ |w| äåëèò 4 è q
íå÷åòíî.

(2) Åñëè G = E7(q), òî T íå èìååò äîïîëíåíèÿ â N ⇔ |w| äåëèò 4 è q
íå÷åòíî.

(3) Åñëè G = Eε
6(q), òî T íå èìååò äîïîëíåíèÿ â N ⇔ |w| äåëèò 4 è q

íå÷åòíî, çà èñêëþ÷åíèåì w = w3w2w4w14 (ñì. òàáëèöó 2).

(4) Åñëè G = E8(q), òî T íå èìååò äîïîëíåíèÿ â N , åñëè |w| äåëèò 4 è q
íå÷åòíî.

� 5. Òàáëèöû

Â òàáëèöàõ 2, 4 è 5 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè äîïîë-

íåíèé äëÿ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèåé â

ãðóïïàõ E6(q), E7(q) è E8(q) ñîîòâåòñòâåííî. Ìû âûáèðàåì ïðåäñòàâèòåëåé

êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû W â ñîîòâåòñòâèè ñ [5℄. Òðåòèé ñòîëáåö â

ýòèõ òàáëèöàõ ñîäåðæèò ïîðÿäîê ýëåìåíòà w. Â òàáëèöå 2 ÷åòâåðòûé ñòîë-

áåö ñîäåðæèò ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå ãðóïïû CW (w). Ñëåäóþùèé ñòîëáåö

ñîäåðæèò öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå òîðà T , ãäå ÷åðåç nk
ìû îáîçíà÷àåì ýëå-

ìåíòàðíóþ àáåëåâó ãðóïïó Z
k
n. Íàêîíåö, â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ñèìâîë ¾+¿

èñïîëüçóåòñÿ, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé òîð èìååò äîïîëíåíèå â ñâîåì àëãåá-

ðàè÷åñêîì íîðìàëèçàòîðå, èíà÷å èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ¾�¿. Ñèìâîë ¾±¿
äëÿ ñëó÷àÿ 14 â òàáëèöå 2 îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé íîðìàëèçàòîð

ðàñùåïëÿåòñÿ íàä òîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q ≡ ε1 (mod 4).
Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ãðóïï Ead

6 (q), Esc
6 (q), Ead

7 (q) è E8(q) äëÿ ëþáîãî ýëå-
ìåíòà w ∈ W ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå äëÿ â N(G, T ) ïîðÿäêà |w|, ÷òî íåâåðíî
äëÿ ãðóïï Esc

7 (q). Â òàáëèöå 3 äëÿ îäíîñâÿçíûõ ãðóïï Esc
7 (q) ïðèâîäÿòñÿ

ïîäíÿòèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â N(G, T ). Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
w èç âòîðîãî ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå äëÿ w â N(G, T ) òàêîãî æå ïî-
ðÿäêà. Â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå òàáë. 3 ïåðå÷èñëåíû ïðèìåðû òàêèõ ïîäíÿòèé

nw ∈ T , òî åñòü π(nw) = w è |nw| = |w|. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå óêàçàíû ïîä-

íÿòèÿ äëÿ ww0 â N(G, T ) òàêîãî æå ïîðÿäêà. Ñèìâîë ¾�¿ îçíà÷àåò, ÷òî
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ïîäíÿòèÿ òàêîãî æå ïîðÿäêà íå ñóùåñòâóåò. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè äëÿ w
íå ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèÿ ïîðÿäêà |w|, òî ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäíÿòèÿ

ðàâåí 2|w|.
Îáúåäèíåííûå ðåçóëüòàòû òåîðåì 4.3, 4.4 è 4.6 ïðèâåäåíû â îáùåé òàá-

ëèöå 6. Â äàííîé òàáëèöå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ãðóïïû Âåéëÿ èç ðàáîòû [5℄. Ñèìâîë ¾+¿ èñïîëüçóåòñÿ, åñëè ñî-

îòâåòñòâóþùèé òîð èìååò äîïîëíåíèå â ñâîåì àëãåáðàè÷åñêîì íîðìàëèçà-

òîðå, èíà÷å èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ¾�¿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå òàáëèöû.

Ñèìâîë ¾±¿ äëÿ ñëó÷àÿ 14 îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé íîðìàëèçàòîð

ðàñùåïëÿåòñÿ íàä òîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q ≡ ε1 (mod 4).
Â òàáëèöå 7 ñîáðàíû ðåçóëüòàòû òåîðåìû 4.7 âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíîé

èí�îðìàöèåé. Ìû âûáèðàåì ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ãðóïïûW â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ [10℄. Åñëè T � ìàêñèìàëüíûé òîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäñòàâèòå-

ëþ w, òî ìû ïèøåì w âî âòîðîé ñòîëáåö òàáëèöû 6. Åñëè ýëåìåíòû w è

ww0 íå ñîïðÿæåíû, òî ìû òàêæå óêàçûâàåì â ñêîáêàõ íîìåð ìàêñèìàëü-

íîãî òîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññó (ww0)
W
. Òðåòèé ñòîëáåö ñîäåðæèò

ïîðÿäîê ýëåìåíòà w, ÷åòâåðòûé ñòîëáåö ñîäåðæèò ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå

ãðóïïû CW (w). Ïÿòûé ñòîëáåö ñîäåðæèò öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå òîðà T .
Çäåñü ÷åðåç nk

ìû îáîçíà÷àåì ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ãðóïïó Z
k
n. Íàêîíåö,

øåñòîé ñòîëáåö ñîäåðæèò ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê ïåðåñå÷åíèÿ

M ∩ T , ãäå M � äîáàâëåíèå ê T . Çäåñü çàïèñü 4/8 äëÿ âòîðîãî (äåâÿòîãî)
òîðà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè q ≡ 1(mod 4) (q ≡ −1(mod 4)), òî ìèíèìàëüíûé
ïîðÿäîê ïåðåñå÷åíèÿ M ∩ T ðàâåí 4, èíà÷å îí ðàâåí 8.

Â òàáëèöå 8 äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ W (F4) ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû

ïîäíÿòèé ïîðÿäêà |w| â ãðóïïå N(G, T ), åñëè îíè ñóùåñòâóþò. Ïðåäñòàâè-
òåëè w è èõ ïîðÿäêè � òàêèå æå, êàê è â òàáëèöå 7. Òðåòèé ñòîëáåö ñîäåð-

æèò ïðèìåðû ïîäíÿòèé. Â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ìû ïèøåì óñëîâèÿ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäíÿòèé.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì òàáëèöû 9, 10 è 11 äëÿ ãðóïï

G2(q),
2G2(q) è

3D4(q), â êîòîðûõ ñîáðàíà èí�îðìàöèÿ î ñòðîåíèè ìàêñè-

ìàëüíûõ òîðîâ è èõ äîïîëíåíèé.

Òàáëèöà 4: �àñùåïëÿåìîñòü íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñè-

ìàëüíûõ òîðîâ ãðóïïû Ead
7 (q)

� ïðåäñòàâèòåëü w |w| öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå (2, q − 1).T Äîï.

1 1 1 (q − 1)7 �

2 w1 2 (q − 1)5 × (q2 − 1) �

3 w1w2 2 (q − 1)3 × (q2 − 1)2 �

4 w3w1 3 (q − 1)4 × (q3 − 1) +

5 w2w3w5 2 (q − 1)× (q2 − 1)3 �

6 w1w3w5 6 (q − 1)2 × (q2 − 1)× (q3 − 1) +

7 w1w3w4 4 (q − 1)3 × (q4 − 1) �
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 4

� ïðåäñòàâèòåëü w |w| öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå (2, q − 1).T
8 w1w4w6w53 2 (q − 1)× (q + 1)2 × (q2 − 1)2 �

9 w1w2w3w5 6 (q − 1)× (q2 − 1)× (q + 1)(q3 − 1) +

10 w1w5w3w6 3 (q − 1)× (q3 − 1)2 +

11 w1w4w6w3 4 (q − 1)× (q2 − 1)× (q4 − 1) �

12 w1w4w3w2 5 (q − 1)2 × (q5 − 1) +

13 w3w2w5w4 6 (q − 1)× (q2 − 1)× (q − 1)(q3 + 1) +

14 w3w2w4w16 4 (q − 1)× ((q − 1)(q2 + 1))2 �

15 w1w5w3w6w2 6 (q3 − 1)× (q + 1)(q3 − 1) +

16 w1w4w6w3w53 4 (q − 1)× (q + 1)2 × (q4 − 1) �

17 w1w4w5w3w53 10 (q − 1)× (q + 1)(q5 − 1) +

18 w1w4w6w3w5 6 (q − 1)× (q6 − 1) +

19 w2w5w3w4w6 8 (q − 1)× (q2 − 1)(q4 + 1) +

20 w23w5w4w3w2 12 (q − 1)× (q − 1)(q2 + 1)(q3 + 1) +

21 w1w5w2w3w6w53 3 (q2 + q + 1)2 × (q3 − 1) +

22 w1w4w6w3w5w53 6 (q3 + 1)× (q3 − 1)× (q + 1) +

23 w1w4w6w3w2w5 12 (q3 − 1)(q4 − q2 + 1) +

24 w1w4w16w3w2w6 9 (q − 1)(q6 + q3 + 1) +

25 w1w4w16w3w2w40 6 (q2 − q + 1)× (q − 1)(q4 + q2 + 1) +

26 w1w4w6w3w7 12 (q3 − 1)× (q4 − 1) +

27 w1w4w6w2w3w7 15 (q5 − 1)(q2 + q + 1) +

28 w3w2w4w16w7 4 (q − 1)(q2 + 1)× (q2 − 1)× (q2 + 1) �

29 w1w4w6w3w5w7 7 q7 − 1 +

30 w39w3w5w1w4w6 8 (q4 + 1)× (q − 1)(q2 + 1) +

Òàáëèöà 5: �àñùåïëÿåìîñòü íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñè-

ìàëüíûõ òîðîâ ãðóïïû E8(q)

� ïðåäñòàâèòåëü w |w| öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå T Äîï.

1 1 1 (q − 1)8 �

2 w1 2 (q − 1)6 × (q2 − 1) �

3 w1w2 2 (q − 1)4 × (q2 − 1)2 �

4 w3w1 3 (q − 1)5 × (q3 − 1) �

5 w2w3w5 2 (q − 1)2 × (q2 − 1)3 �

6 w1w3w5 6 (q − 1)3 × (q2 − 1)× (q3 − 1) �

7 w1w3w4 4 (q − 1)4 × (q4 − 1) �

8 w1w4w6w69 2 (q − 1)2 × (q + 1)2 × (q2 − 1)2 �

9 w1w2w3w5 6 (q − 1)2 × (q2 − 1) �

×(q + 1)(q3 − 1)
10 w1w5w3w6 3 (q − 1)2 × (q3 − 1)2 +
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 5

� ïðåäñòàâèòåëü w |w| öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå T Äîï.

11 w1w4w6w3 4 (q − 1)2 × (q2 − 1)× (q4 − 1) �

12 w1w4w3w2 5 (q − 1)3 × (q5 − 1) +

13 w3w2w5w4 6 (q − 1)2 × (q2 − 1) �

×(q − 1)(q3 + 1)
14 w3w2w4w18 4 (q − 1)2 × ((q − 1)(q2 + 1))2 �

15 w1w5w3w6w2 6 (q − 1)× (q3 − 1) +

×(q + 1)(q3 − 1)
16 w1w4w6w3w69 4 (q − 1)2 × (q + 1)2 × (q4 − 1) �

17 w1w4w5w3w69 10 (q − 1)2 × (q + 1)(q5 − 1) +

18 w1w4w6w3w5 6 (q − 1)2 × (q6 − 1) +

19 w2w5w3w4w6 8 (q − 1)2 × (q2 − 1)(q4 + 1) �

20 w26w5w4w3w2 12 (q − 1)2 × (q − 1)(q2 + 1)(q3 + 1) �

21 w1w5w2w3w6w69 3 (q − 1)× (q2 + q + 1)2 × (q3 − 1) +

22 w1w4w6w3w5w69 6 (q − 1)× (q3 + 1)× (q3 − 1) +

×(q + 1)
23 w1w4w6w3w2w5 12 (q − 1)× (q3 − 1)(q4 − q2 + 1) +

24 w1w4w18w3w2w6 9 (q − 1)× (q − 1)(q6 + q3 + 1) +

25 w1w4w18w3w2w48 6 (q − 1)× (q2 − q + 1) +

×(q − 1)(q4 + q2 + 1) +

26 w1w4w6w3w7 12 (q − 1)× (q3 − 1)× (q4 − 1) �

27 w1w4w6w2w3w7 15 (q − 1)× (q5 − 1)(q2 + q + 1) +

28 w3w2w4w18w7 4 (q2 − 1)× ((q2 + 1)(q − 1))2 �

29 w1w4w6w3w5w7 7 (q − 1)× (q7 − 1) +

30 w46w3w5w1w4w6 8 (q − 1)(q4 + 1)× (q − 1)(q2 + 1) �

31 w2w3w5w7 2 (q2 − 1)4 �

32 w74w3w2w5w4 6 (q2 − 1)2 × (q + 1)(q3 − 1) �

33 w8w1w4w6w3 4 (q2 − 1)2 × (q4 − 1) �

34 w1w5w3w6w2w8 6 (q + 1)(q3 − 1)× (q + 1)(q3 − 1) +

35 w1w2w3w6w8w7 12 (q + 1)(q3 − 1)× (q4 − 1) �

36 w1w4w3w7w6w8 4 (q4 − 1)× (q4 − 1) �

37 w4w8w2w5w7w120 4 (q2 − 1)2 × (q2 + 1)2 �

38 w1w8w2w4w5w6 10 (q2 − 1)× (q + 1)(q5 − 1) +

39 w1w2w4w6w5w7 6 (q2 − 1)× (q6 − 1) +

40 w2w3w5w7w4w8 6 (q2 − 1)× (q6 − 1) +

41 w2w3w4w8w7w18 12 (q − 1)(q2 + 1)× (q2 + 1)(q3 − 1) �

42 w2w3w4w5w6w8 8 (q2 − 1)× (q2 − 1)(q4 + 1) �

43 w1w5w8w2w3w6w69 6 (q2 + q + 1)2 × (q + 1)(q3 − 1) +

44 w1w5w7w2w3w6w8 30 (q + 1)(q2 + q + 1)(q5 − 1) +

45 w1w4w2w3w6w8w7 20 (q + 1)(q2 + 1)(q5 − 1) +

46 w1w4w6w3w5w7w120 14 (q + 1)(q7 − 1) +
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 5

� ïðåäñòàâèòåëü w |w| öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå T Äîï.

47 w1w3w4w5w6w7w8 8 (q8 − 1) +

48 w2w4w5w6w7w8w120 8 (q2 − 1)× (q2 + 1)× (q4 + 1) �

49 w2w3w4w7w120w8w18 4 (q2 + 1)2 × (q4 − 1) �

50 w2w3w5w4w8w6w120 24 (q + 1)(q3 − 1)(q4 + 1) +

51 w26w5w4w3w2w120w8 12 (q2 + 1)(q6 − 1) +

52 w1w4w6w3w2w5w8 12 (q2 − 1)(q2 + q + 1)(q4 − q2 + 1) +

53 w1w4w18w3w2w6w8 18 (q2 − 1)(q6 + q3 + 1) +

54 w1w4w18w3w2w48w8 6 (q2 − q + 1)2 × (q + 1)(q3 − 1) +

55 w2w3w4w5w6w7w8 12 (q2 − 1)(q6 + 1) +

56 w1w2w3w5w6w8w120w69 3 (q2 + q + 1)4 +

57 w1w4w2w3w6w8w7w120 5 (q4 + q3 + q2 + q + 1)2 +

58 w1w3w4w5w6w7w8w120 9 (q2 + q + 1)× (q6 + q3 + 1) +

59 w2w3w4w7w120w18w8w74 4 (q2 + 1)4 �

60 w2w3w5w7w4w6w8w114 12 (q2 + 1)× (q6 + 1) +

61 w4w6w8w113w3w5w32w7 8 (q4 + 1)2 +

62 w1w2w3w4w5w6w8w120 12 (q4 − q2 + 1)(q2 + q + 1) +

×(q2 + q + 1)
63 w1w4w6w8w3w32w5w120 6 (q4 + q2 + 1)× (q2 + q + 1) +

×(q2 − q + 1)
64 w1w2w3w4w5w6w7w8 30 q8 + q7 − q5 − q4 − q3 + q + 1 +

65 w1w4w6w8w32w5w7w120 24 q8 − q4 + 1 +

66 w1w4w6w8w32w2w5w7 20 q8 − q6 + q4 − q2 + 1 +

67 w2w32w5w7w1w4w6w65 12 (q4 − q2 + 1)2 +

Òàáëèöà 6: �àñùåïëÿåìîñòü íîðìàëèçàòîðîâ â El(q)

òîð ïðåäñòâ. Eε
6 E7 E8 òîð ïðåäñòâ. E8

1 1 � � � 35 αβγζϑη �

2 α � � � 36 αδγηζϑ �

3 αβ � � � 37 δϑβεηλ �

4 γα + + � 38 αϑβδεζ +

5 βγε � � � 39 αβδζεη +

6 αγε + + � 40 βγεηδϑ +

7 αγδ � � � 41 βγδϑηρ �

8 αδζµ � � � 42 βγδεζϑ �

9 αβγε + + � 43 αεϑβγζµ +

10 αεγζ + + + 44 αεηβγζϑ +

11 αδζγ � � � 45 αδβγζϑη +

12 αδγβ + + + 46 αδζγεηλ +
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 6

òîð ïðåäñòâ. Eε
6 E7 E8 òîð ïðåäñòâ. E8

13 γβεδ + + � 47 αγδεζηϑ +

14 γβδρ ± � � 48 βδεζηϑλ �

15 αεγζβ + + + 49 βγδηλϑρ �

16 αδζγµ � � � 50 βγεδϑζλ +

17 αδεγµ + + + 51 πεδγβλϑ +

18 αδζγε + + + 52 αδζγβεϑ +

19 βεγδζ + + � 53 αδργβζϑ +

20 πεδγβ + + � 54 αδργβνϑ +

21 αεβγζµ + + + 55 βγδεζηϑ +

22 αδζγεµ + + + 56 αβγεζϑλµ +

23 αδζγβε + + + 57 αδβγζϑηλ +

24 αδργβζ + + + 58 αγδεζηϑλ +

25 αδργβν + + + 59 βγδηλρϑκ �

26 αδζγη + � 60 βγεηδζϑψ +

27 αδζβγη + + 61 δζϑωγεξη +

28 γβδρη � � 62 αβγδεζϑλ +

29 αδζγεη + + 63 αδζϑγξελ +

30 τγεαδζ + � 64 αβγδεζηϑ +

31 βγεη � 65 αδζϑξεηλ +

32 κγβεδ � 66 αδζϑξβεη +

33 ϑαδζγ � 67 βξεηαδζυ +

34 αεγζβϑ +
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Òàáëèöà 3: Ïîäíÿòèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â Esc
7 (q)

� ïðåäñòàâèòåëü w |w| ïîäíÿòèå äëÿ w ïîäíÿòèå äëÿ ww0

1 1 1 1 �

2 w1 2 h3n1 �

3 w1w2 2 h3h4n1n2 �

4 w3w1 3 n3n1 �

5 w2w3w5 2 h4n2n3n5 �

6 w1w3w5 6 h4n1n3n5 �

7 w1w3w4 4 h2n1n3n4 h2n1n3n4n0

8 w1w4w6w53 2 n1n4n6n53 �

9 w1w2w3w5 6 h1h4n1n2n3n5 �

10 w1w5w3w6 3 n1n5n3n6 �

11 w1w4w6w3 4 h2n1n4n6n3 h2n1n4n6n3n0

12 w1w4w3w2 5 n1n4n3n2 �

13 w3w2w5w4 6 n3n2n5n4 �

14 w3w2w4w16 4 n3n2n4n16 n3n2n4n16n0

15 w1w5w3w6w2 6 h4n1n5n3n6n2 �

16 w1w4w6w3w53 4 h2n1n4n6n3n53 h2n1n4n6n3n53n0

17 w1w4w5w3w53 10 h2n1n4n5n3n53 �

18 w1w4w6w3w5 6 h2n1n4n6n3n5 �

19 w2w5w3w4w6 8 n2n5n3n4n6 n2n5n3n4n6n0

20 w23w5w4w3w2 12 h1n23n5n4n3n2 h1n23n5n4n3n2n0

21 w1w5w2w3w6w53 3 n1n5n2n3n6n53 �

22 w1w4w6w3w5w53 6 n1n4n6n3n5n53 �

23 w1w4w6w3w2w5 12 n1n4n6n3n2n5 n1n4n6n3n2n5n0

24 w1w4w16w3w2w6 9 n1n4n16n3n2n6 �

25 w1w4w16w3w2w40 6 n1n4n16n3n2n40 �

26 w1w4w6w3w7 12 h2n1n4n6n3n7 h2n1n4n6n3n7n0

27 w1w4w6w2w3w7 15 n1n4n6n2n3n7 �

28 w3w2w4w16w7 4 n3n2n4n16n7 n3n2n4n16n7n0

29 w1w4w6w3w5w7 7 n1n4n6n3n5n7 �

30 w39w3w5w1w4w6 8 n39n3n5n1n4n6 n39n3n5n1n4n6n0
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Òàáëèöà 7: Ìèíèìàëüíûå äîáàâëåíèÿ ê ìàêñèìàëüíûì òîðàì ãðóïïû F4(q)
� w |w| Ñòðîåíèå CW (w) Öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå T Äîá.

1 (17) 1 1 W (F4) ≃ GO+
4 (q − 1)4 4

2 (9) w2 2 Z2 × Z2 × S4 (q − 1)2 × (q2 − 1) 4/8

3 (10) w3 2 Z2 × Z2 × S4 (q − 1)2 × (q2 − 1) 2

4 w6w3 2 D8 ×D8 (q − 1)× (q + 1)× (q2 − 1) 4

5 w16w3 2 Z2 × Z2 × Z2 × Z2 (q2 − 1)2 2

6 (21) w2w1 3 Z6 × S3 (q − 1)× (q3 − 1) 1

7 (20) w3w4 3 Z6 × S3 (q − 1)× (q3 − 1) 1

8 (19) w3w2 4 Z4 ×D8 (q − 1)× (q2 + 1)(q − 1) 2

9 (2) w21w8w2 2 Z2 × Z2 × S4 (q2 − 1)× (q + 1)2 4/8

10 (3) w8w6w3 2 Z2 × Z2 × S4 (q2 − 1)× (q + 1)2 2

11 w2w1w16 4 Z4 × Z2 × Z2 (q − 1, 2)×
(q4 − 1)

(q − 1, 2)
2

12 w16w3w2 4 Z4 × Z2 × Z2 (q − 1, 2)×
(q4 − 1)

(q − 1, 2)
2

13 (15) w3w2w7 6 Z6 × Z2 (q − 1)(q3 + 1) 1

14 (16) w3w2w1 6 Z6 × Z2 (q − 1)(q3 + 1) 1

15 (13) w16w3w12 6 Z6 × Z2 (q + 1)(q3 − 1) 1

16 (14) w21w2w1 6 Z6 × Z2 (q + 1)(q3 − 1) 1

17 (1) w21w8w6w3 2 W (F4) ≃ GO+
4 (q + 1)4 4

18 (25) w21w2w1w19 3 Z3 × SL2(3) (q2 + q + 1)2 1

19 (8) w21w8w3w2 4 Z4 ×D8 (q2 + 1)(q + 1)× (q + 1) 2

20 (7) w21w8w3w10 6 Z6 × S3 (q3 + 1)× (q + 1) 1

21 (6) w6w1w16w3 6 Z6 × S3 (q3 + 1)× (q + 1) 1

22 w8w16w3w2 4 SL2(3) : Z4 (q2 + 1)2 4

23 w3w2w1w16 8 Z8 (q4 + 1) 1

24 w8w1w2w4 12 Z12 (q4 − q2 + 1) 1

25 (18) w6w1w9w4 6 Z3 × SL2(3) (q2 − q + 1)2 1
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Òàáëèöà 8: Ïîäíÿòèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â F4(q)
w |w| ïîäíÿòèå ïîðÿäêà |w| óñëîâèå

1 1 1

w2 2 h1n2

w3 2 h2n3

w6w3 2 h1n6n3

w16w3 2 h1h2n16n3

w2w1 3 n2n1

w3w4 3 n3n4

w3w2 4 (ζq
2+1, ζq+1, ζ, 1)n3n2, ζ

2(q2+1) = −1 q ≡ 1 (mod 4)

w21w8w2 2 h1n2n0

w8w6w3 2 h2n3n0

w2w1w16 4 (ζq
3+1,−ζ1−q, ζ

−q
3
−q

2
−q+1

2 , ζ)n2n1n16, q ≡ 1 (mod 4)

ζq
3+q2+q+1 = −1

w16w3w2 4 �

w3w2w7 6 h1n3n2n7

w3w2w1 6 n3n2n1

w16w3w12 6 h1n3n2n7n0

w21w2w1 6 n3n2n1n0

w21w8w6w3 2 n0

w21w2w1w19 3 n21n2n1n19

w21w8w3w2 4 �

w21w8w3w10 6 n3n4n0

w6w1w16w3 6 n2n1n0

w8w16w3w2 4 n8n16n3n2

w3w2w1w16 8 n3n2n1n16

w8w1w2w4 12 n8n1n2n4

w6w1w9w4 6 n6n1n9n4
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Òàáëèöà 9: �àñùåïëÿåìîñòü íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ ãðóïïû

G2(q)
� w |w| Ñòðîåíèå CW (w) Öèêë. ñòðîåíèå T Äîï.

1 1 1 D12 (q − 1)2 +

2 w2 2 Z2 × Z2 q2 − 1 +

3 w4 2 Z2 × Z2 q2 − 1 +

4 w1w6 2 D12 (q + 1)2 +

5 w1w3 3 Z6 q2 + q + 1 +

6 w1w5 6 Z6 q2 − q + 1 +

Òàáëèöà 10: �àñùåïëÿåìîñòü íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ ãðóï-

ïû

2G2(q)

� w Öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå T CW,σ(w) Äîï.

1 1 ∼ (w1w2)
k {(z, z

√
3q) | zq−1 = 1} Z2 +

T ≃ q − 1

2 w1 ∼ w2 {(z, z
√
3q) | zq−

√
3q+1 = 1} Z6 +

T ≃ q −√
3q + 1

3 w3 ∼ w5 {(t1, t2) | t1 = ±t(
√

q/3−1)/2

2 , t
(q+1)/2
2 = 1} Z6 +

T ≃ Z2 × q+1
2

4 w4 ∼ w6 {(z, z−
√
3q) | zq+

√
3q+1 = 1} Z6 +

T ≃ q +
√
3q + 1
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Òàáëèöà 11: �àñùåïëÿåìîñòü íîðìàëèçàòîðîâ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ ãðóï-

ïû

3D4(q)

� w |w| CW,σ(w) Öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå T Äîï.

1 1 1 D12 {(t1, t2, tq1, tq
2

1 ) | tq3−1
1 = tq−1

2 = 1} +

T ≃ (q3 − 1)× (q − 1)

2 w12 2 Z2 × Z2 {(t, t1−q3 , tq
4

, tq
2

) | t(q3−1)(q+1) = 1} +

T ≃ (q3 − 1)(q + 1)

3 w0w12 2 Z2 × Z2 {(t, tq3+1, tq
4

, tq
2

) | t(q3+1)(q−1) = 1} +

T ≃ (q3 + 1)(q − 1)

4 w12w2 3 SL2(3) {(t1, t2, tq1t2, (t−1
1 t2)

q+1) | tq2+q+1
i = 1} +

T ≃ (q2 + q + 1)× (q2 + q + 1)

5 w0w12w2 3 SL2(3) {(t1, t2, t−q
1 t2, (t1t

−1
2 )q−1) | tq2−q+1

i = 1} +

T ≃ (q2 − q + 1)× (q2 − q + 1)

6 w1w2 3 Z4 {(t, tq3+1, tq, tq
2

) | tq4−q2+1 = 1} +

T ≃ q4 − q2 + 1

7 w0 2 D12 {(t1, t2, t−q
1 , tq

2

1 ) | tq3+1
1 = tq+1

2 = 1} +

T ≃ (q3 + 1)× (q + 1)

� 6. Îòêðûòûå ïðîáëåìû

Êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû 1 äëÿ ìíîãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, îïðåäå-

ëåííûõ íàä ïîëåì íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè, ìàêñèìàëüíûå òîðû íå èìå-

þò äîïîëíåíèÿ â ñâîèõ íîðìàëèçàòîðàõ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î

òîì, êàêîâî ìèíèìàëüíîå äîáàâëåíèå äëÿ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ â ýòèõ ñëó-

÷àÿõ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [37℄ íàéäåíû äîáàâëåíèÿ äëÿ ìàêñèìàëüíîãî

òîðà â ñâîåì íîðìàëèçàòîðå, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì ãðóïïû êîñ,

â ñëó÷àå ïî÷òè ïðîñòûõ ñâÿçíûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì. Â ðàáîòå [38℄ ïðåäëîæåíû ÿâíûå êîíñòðóêöèè äîáàâ-

ëåíèÿ äëÿ ìàêñèìàëüíîãî òîðà â ñâîåì íîðìàëèçàòîðå äëÿ êëàññè÷åñêèõ

ãðóïï Ëè. Òåì íå ìåíåå, íèêàêîé ðå÷è î ìèíèìàëüíîñòè ïîñòîðåííûõ äî-

áàâëåíèé â ýòèõ ðàáîòàõ íå èäåò.

Ïðîáëåìà 3. Äëÿ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï G íàéòè äîáàâëå-

íèå ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ ìàêñèìàëüíîãî òîðà T â íîðìàëèçàòîðå

NG(T ).

Êàê è â ñëó÷àå ïðîáëåì 1 è 2 ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íûì ãðóïïàì ëèåâà

òèïà ïðîáëåìà ñòàíîâèòñÿ íàìíîãî áîëåå ñëîæíîé, ïîñêîëüêó ìàêñèìàëü-

íûå òîðû íå îáÿçàíû áûòü ñîïðÿæåííûìè.
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Ïðîáëåìà 4. Äëÿ êîíåí÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï G ëèåâà òèïà íàéòè

äîáàâëåíèå ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T â

àëãåáðàè÷åñêîì íîðìàëèçàòîðå N(G, T ).

Äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøåíà òîëüêî â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ãðóïï ëèåâà òèïà

F4 (ñì. òåîðåìó 4.7 èëè òàáëèöó 7).

Äëÿ âñåõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà íàéäåíû ìèíèìàëüíûå

ïîðÿäêè ïîäíÿòèé ýëåìåíòîâ ãðóïïû Âåéëÿ â àëãåáðàè÷åñêîì íîðìàëè-

çàòîðå N(G, T ). Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï îñòàåòñÿ

îòêðûòûì.

Ïðîáëåìà 5. Íàéòè ìèíèìàëüíûå ïîðÿäêè ïîäíÿòèé ýëåìåíòîâ

ãðóïïû Âåéëÿ â NG(T ) è â N(G, T ) äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï G è G ñîîò-

âåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå ïðîñòûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï èç ñëåäñòâèÿ 4.10 âèäíà òåñ-

íàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàñùåïëÿåìîñòüþ íîðìàëèçàòîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà è

äåëèìîñòüþ ïîðÿäêà ýëåìåíòà w íà 4.

Ïðîáëåìà 6. Íàéòè îáùåå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4.10 (èëè îò-

äåëüíûõ åãî ïóíêòîâ), íå âêëþ÷àþùåå ðàññìîòðåíèå âñåõ êëàññîâ ñîïðÿ-

æåííîñòè ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ.
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